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Berechnung der Anzahl méglicher Strukturtypen fiir Verbindungen mit dichtest
gepackter Anionenteilstruktur. I. Das Rechenverfahren
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Fachbereich Chemie der Universitdt, Hans-Meerwein-Strasse, D-3550 Marburg, Deutschland

(Eingegangen am 15. Juni 1991; angenommen am 8. November 1991)

Abstract

For compounds 4,B,C...X,Y,Z,..., in which the
atoms X, Y, Z... form a close-packed arrangement
and the remaining atoms occupy voids of this pack-
ing, a general procedure to calculate the number of
possible structure types depending on space-group
symmetry is given. The calculation follows White’s
theorem as stated by McLarnan {Z. Kristallogr.
(1981), 155, 227-245]). Crystallographic group-
subgroup relationships and specifically the numbers
of conjugate subgroups have to be considered;
special problems concerning conjugate subgroups are
outlined. As an example, a calculation is presented
for hexagonal close-packing of X atoms and other
atoms occupying octahedral voids for possible struc-
ture types having a unit cell that is enlarged by a
factor of three relative to the close-packing unit cell
(H cell).

0108-7681/92/020172-07503.00

Einleitung

Bei der systematischen Erfassung und Ordnung von
Kristallstrukturen ist es niitzlich, auch in der Natur
noch nicht aufgefundene  Strukturtypen zu
betrachten. Deren Kenntnis kann nicht nur bei der
Strukturbestimmung neuer Verbindungen hilfreich
sein, sondern durch Vergleich mit bekannten
Strukturen konnen GesetzmiBigkeiten fiir das
Auftreten bestimmter Strukturmerkmale aufgedeckt
werden. Die Herleitung mdglicher, hypothetischer
wie auch bekannter Strukturtypen kann durch ein
systematisches Durchprobieren aller Varianten unter
Einhaltung bestimmter Bedingungen erfolgen. Dies
ist flir eine Reihe von Verbindungstypen bereits
durchgefiihrt worden. Fiir Verbindungen M, X, bei
denen die X Atome fiir sich eine dichteste
Kugelpackung bilden, sind unter anderen folgende
Arbeiten zu nennen: Beck (1967); Deblieck,

© 1992 International Union of Crystallography



ULRICH

Tendeloo & Landuyt (1985); Hégg (1943); Hauck,
Henkel & Mika (1988); Hellner (1979, 1986); Lima-
de-Faria (1965); Lima-de-Faria & Figueiredo
(1969a,b); Miiller (1978, 1979, 1981, 1986); Smirnova
(1956); Wells (1984).

Um sich ein Bild iiber den Umfang des Problems
zu machen und um sicher zu sein, bei der Herleitung
moglicher  Strukturtypen  keine = Moglichkeit
iibersehen haben, ist es zweckmafBig, ihre Anzahl auf
unabhidngigem Wege zu berechnen. Die Gesamtzahl
der unter vorgegebenen Bedingungen moglichen
Strukturtypen kann mit Hilfe des Hauptsatzes von
Polya (1937) ermittelt werden. Fiir Verbindungen
M X, mit hexagonal-dichtester Packung der X-Atome
wurde dies von McLarnan (1978) durchgefiihrt. Bei
der Berechnung nach Polya werden alle
Moglichkeiten erfaBt, auch solche die kristall-
chemisch unsinnig sind. Kristallchemisch sinnvolle
Strukturtypen sind iliberwiegend (nicht immer) solche
mit einer mdglichst hohen Symmetrie, bei denen
Atome der gleichen Art eine moglichst geringe
Anzahl von nichtdquivalenten Positionen einnehmen.
Die Berechnung der Anzahl von Strukturmoglich-
keiten je nach Symmetrie ist mit Hilfe des Satzes von
White (1974, 1975) moglich. Die Anwendung des
Satzes von White auf kristallographische Probleme
wurde von McLarnan (1981a) dargelegt. McLarnan
(198154,c) hat die Methode auf Schichtsilicate und auf
die Stapelvarianten von dichtesten Kugelpackungen,
McLarnan & Baur (1982) haben sie auf Wurtzit-
Derivate angewandt. Eine andere Betrachtungsweise,
namlich die Erfassung von verkniipften Polyedern
durch Graphen und die Anwendung des Satzes von
Pélya darauf, wurde von Hawthorne (1983)
beschrieben.

Im folgenden wird dargelegt, wie mit Hilfe des
Satzes von White in der von McLarnan (1981a)
beschriebenen Art die Anzahl der mdéglichen
Strukturtypen fiir Verbindungen A4,B,C...X,.Y,Z,...
berechnet werden kann. Dabei sollen die Atome X,
Y, Z... eine dichteste Kugelpackung bilden und die
iibrigen Atome Liicken in dieser Packung besetzen.
Abweichungen der Symmetrie infolge von
Verzerrungen der Kugelpackung oder weil die
Atome in den Liicken aus ihren Ideallagen
herausgeriickt sind, werden nicht beriicksichtigt.
Solche Varianten koénnen nachtriglich betrachtet
werden, wenn man sich fiir die Deformationen eines
bestimmten Strukturtyps interessiert. Das
nachfolgend beschriebene Verfahren war von uns
bereits in kurzer Form vorgestellt worden (Miiller &
Conradi, 1986).

Konjugierte Untergruppen

G, sei die Raumgruppe einer dichtesten Kugel-
packung von X-Atomen. Wenn ein Teil dieser Atome
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durch andere Atome substituiert wird und/oder wenn
ein Teil der Liicken in dieser Packung mit weiteren
Atomen besetzt wird, erniedrigt sich die Symmetrie
auf irgendeine Untergruppe von G,. Auch die Ver-
groBerung der primitiven Elementarzelle der Kugel-
packung um einen Faktor E ist mit einer
Symmetrieerniedrigung durch den Fortfall von
Translationssymmetrie verbunden. Um den Satz von
White anzuwenden, muf} eine Liste aller in Betracht
kommenden Untergruppen von G, nach fallender
Ordnung erstellt werden. Dazu ist es zweckmaBig,
einen Stammbaum von Gruppe-Untergruppe-
Beziehungen aufzustellen, in der Art wie dies von
Barnighausen (1980) zur Erfassung von Sym-
metrieverwandtschaften ausgearbeitet wurde. Fiir
jede Untergruppe G; muf3 ermittelt werden, wieviele
konjugierte Untergruppen es davon beziiglich der
Obergruppe G, gibt; sie werden Konjugierte zu G; in
G, genannt und bilden zusammen eine Konjugier-
tenklasse. Von jeder Konjugiertenklasse wird im
Stammbaum nur ein Reprisentant aufgefiihrt. Die
Zahl der Konjugierten zu G, in G, bezeichnen wir mit
[Gi].

Beim Umgang mit den konjugierten Untergruppen
konnen tiickische Stolpersteine auftreten, weshalb sie
etwas ndher betrachtet werden sollen. Konjugierte
Untergruppen zu G; in G, sind solche Untergruppen
von G,, die lUber eine Symmetrieoperation von G,
dquivalent sind. Hierfiir gibt es mehrere
Moglichkeiten:

1. Die Konjugierten zu G, unterscheiden sich in der
Orientierung ihrer Zellen, die Orientierungen lassen
sich durch eine Symmetrieachse order -ebene von

G, ineinander iiberfithren. Beispiel: rhombische
Untergruppen einer hexagonalen Obergruppe
(Fig. 1).

2. Die primitive Elementarzelle von G, ist um einen
Faktor 2 = 3 groBer als die von G,. Die Konjugier-
ten unterscheiden sich darin, welche Auswahl der
Symmetrieelemente, die in G, symmetriedquivalent
sind, bei der ZellvergroBerung fortféllt. Anders
gesagt: stellt man die Elementarzellen der Unter-
gruppen nach den iiblichen Konventionen auf, so
unterscheidet sich die Lage des Zellursprungs der
Konjugierten relativ zum Gitter von G, (Fig. 2); in
G, sind die Lagen des Zellursprungs wegen der

L o Dhe P
/ AAj:V
/ ' %7( /KE%;
Aper 3 N

J/IAL /S

7 Ld

Fig. 1. Bei Fortfall der drei- und sechszdhligen Achsen einer
trigonalen oder hexagonalen Raumgruppe ergeben sich drei
konjugierte rhombische (C-zentrierte) Untergruppen mit
unterschiedlicher Orientierung.
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kiirzeren Translationsvektoren symmetriedquivalent
(Fig. 2). Nicht immer fithren ZellvergréBerungen zu
einer Vermehrung der konjugierten Untergruppen.
Ist der Ursprung von G; in einer Richtung nicht
durch die Symmetrie fixiert, so ergeben sich bei
Zellen, die in dieser Richtung vergréBert sind, keine
neuen Konjugierten. Bei bestimmten hexagonalen
Untergruppen, deren Zelle als H-Zelle gegeniiber der
Zelle von G, verdreifacht ist, gibt es nur eine Kon-
jugierte; Fig. 3 zeigt ein Beispiel.

3. Wenn G; monoklin oder triklin ist und G, einem
hdheren Kristallsystem angehort, so kénnen bei einer

Gl
0—o0—0
—a

k2
G2

2a‘i

2a§

2 iiber den Trans-
lationsvektor a von
G, &quivalente La-
gen; mit beiden Zel-
len wird das gleiche
Gitter erfafit, daher
keine Konjugierten

k2

Gs{ o {

Fig. 2. Beispiel fiir das Auftreten von konjugierten Untergruppen
bei ZellvergroBerung.

2 konjugierte Unter-
gruppen in G|; zwei
verschieden posi-
tionierte Gitter, die
iiber a von G aqui-
valent sind

3 Konjugierte in G, je
nachdem, ob die 63-
Achsen (Zellursprung) in

Position D, @ oder @

erhalten bleiben

1 Konjugierte in G,; un-
abhingig davon, ob der
Zellursprung in Position
@, @ oder @ gewahlt
@ wird, wird das gleiche Git-
ter erfafit

Fig. 3. Es gibt drei konjugierte Untergruppen zu G, in G,, die sich
durch thre Ursprungslage unterscheiden, zu G, in G, gibt es
jedoch nur eine Konjugierte.
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ZellvergroBerung in bestimmten Fillen Konjugierte
zu G; mit unterschiedlicher Orientierung auftreten
(Fig. 4).

Ein allgemeines Verfahren zur Ermittlung der
Anzahl der Konjugierten zu G; in G, wird von Koch
(1984) und von Wondratschek (1987b) angegeben.
Man muBl den euklidischen Normalisator von G,
Ng(G)), und den Normalisator von G, in G,, Ng (G)),
ermitteln. Ng (G)) ist diejenige Raumgruppe, welche
die Schnittmenge der Symmetrieelemente von G, und
Ng(G)) enthilt, Ng(G) = Ng(G)NG,. Das ist die
hoéchstsymmetrische Obergruppe von G, die sowohl
Untergruppe von G; wie von Ng(G)) ist. Der Index
von Ng(G) in G, ist gleich der Anzahl der Kon-
jugierten zu G, in G, (Fig. 5 links).

(444 —b
P2/m2/m2/m {E

al
t2

r
Pl12/m [ [} {

Fig. 4. Beispiel fiir das Auftreten von sechs konjugierten
monoklinen Untergruppen einer rhombischen Obergruppe: je
drei verschiedene Ursprungslagen bei zwei verschiedenen Nei-
gungen der monoklinen Zellen.

Ne(Gy)
Ne(G))
q
Ne(G.) Gi G1 o N&(G)
k=[Gl /
N (G)) = Ne.(G))
G N Ne(Gi)
G Gt
G,

Fig. 5. Links: Gruppe-Untergruppe-Beziechungen zwischen der
Obergruppe G,, ihrer Untergruppe G, und deren euklidischem
Normalisator Ng(G,). Der Index k der Symmetriereduktion von
G, nach N (G)) ist gleich der Anzahl der Konjugierten zu G, in
G, [G.]. Rechts: G, = Untergruppe von G, und Obergruppe von
G, G, 2 G, > G, mit Ng(G,) = Ng(G)) und der hochsten Sym-
metrie fiir No(G,). ¢ = Anzahl der Aquivalenten (konjugierten
und nichtkonjugierten) Untergruppen zu G..
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Euklidische Normalisatoren fiir alle Raumgruppen
wurden in den International Tables for Crystal-
lography von Koch & Fischer (1987) tabelliert.
Vorsicht: es sind nur die euklidischen Normalisa-
toren ohne spezielle Metrik der Elementarzelle

tabelliert. Euklidische Normalisatoren von rhom-
bischen Raumgruppen, deren Zellenmetrik einem
hohersymmetrischen  Kristallsystem  entspricht,
entsprechen je nach Metrik dem (ebenfalls
tabellierten) affinen Normalisator oder einer
G, ¢ Pmmm #b
]
2abc 2@
Pmmm
a,3b,c
[=]!
Pmmm
2a,
b,c L]
2|12 29
mmm 29 12 29
IR ERED
hlfslfs
Gs Pm2m | fo| fa| fo
Ll filfs
hifl)s
[G3)=2: zwei mdgliche Ursprungslagen (0, 0, 0 und 0, 1, 0
von G)
[G4]=3: drei mdgliche Ursprungslagen (0, 0, 0; 0, 1, 0 und
0, 2,0 von G))

[Gs] =6: sechs mégliche Ursprungslagen

[Gg] = 2: zwei mégliche Ursprungslagen (0, 0, 0 und 1, 0, 0
von G); Ursprung in Richtung b nicht fixiert)

[GsCG3]=3 [GsCGy|=2

[GsC G3]=1 [GeCGy)=2 [GsCGs)=1

Fig. 6. Beispiel fiir Gruppe-Untergruppe-Beziehungen unter
Beriicksichtigung aller konjugierten Untergruppen in G,. Jeder
Punkt symbolisiert eine der Konjugierten zu G, in G,. Punkte
auf gleicher Hohe reprisentieren jeweils eine Konjugierten-
klasse. Die Buchstaben in den Késten symbolisieren Atomlagen

(Wyckoff-Symbole), die sich aus der Lage }, i, 3 von G,
entwickeln.
I b 2 c a
B P1

a G
i

e
yb.c
Pi G

*a von G
Xi o
=Ze von G,

v Td
a.2b+2V
G, P1

=
¢ von G
't He‘

3

Xi

Fig. 7. Die beiden &quivalenten Untergruppen G, und G, sind
nicht konjugiert in G, da sie nicht durch eine Symmetrieopera-
tion von G, ineinander iberfiithrbar sind. Aus dem Inversions-
zentrum in der Wyckoff-Lage ¢ von G, (durch x markiert)
werden zwei symmetrieunabhéngige, zentrosymmtrische Lagen
d’ und ¢’ in G,, dagegen werden es zwei symmetriedquivalente,
nicht zentrosymmetrische Lagen i in G;.
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Raumgruppe, die Untergruppe des affinen und Ober-
gruppe des tabellierten euklidischen Normalisators
ist. Euklidische Normalisatoren von triklinen und
monoklinen Raumgruppen bei spezieller Zellen-
metrik wurden von Koch & Miiller (1990) tabelliert.

Fiir jedes Paar von Raumgruppen G; und G,, G, =
G; = G, kann angegeben werden, wie viele der Kon-
jugierten zu G; in G, zugleich Untergruppen von G;
sind (G; ist ein Reprdsentant seiner Konjugierten-
klasse). Diese Zahl bezeichnen wir mit [G; C G}]. Sie
148t sich nicht so einfach wie [G|] ermitteln, mit etwas
Erfahrung und Intuition 148t sie sich jedoch schnell
feststellen. Man muB sich dabei bewuBt sein, welche
der oben aufgefithrten Ursachen (Zellorientierung,
ZellvergroBerung) firr das Auftreten der Konjugier-
ten verantwortlich sind. Fig. 6 zeigt ein Beispiel, bei
dem sich die Konjugierten durch ZellvergréBerung
vermehren, am Schluf3 aber wieder weniger werden,
weil der Ursprung dann in einer Richtung nicht mehr
fixiert ist. Verfolgt man die Striche, so erkennt man
zum Beispiel, warum beide der Konjugierten zu Ggin
G, Untergruppen von (einem Reprisentanten von)
G, sind, aber nur eine davon Untergruppe von Gj ist.
Schneller ist meist zu lbersehen, wie viele der Kon-
jugierten zu G; Obergruppen von (einem Reprisen-
tanten von) G, sind; diese Zahl bezeichnen wir mit
[G,;2G]. Aus Fig. 6 folgt z.B. [G,2Gs]=1 und
[G4 2 GG] =3,

Ein weiterer Punkt muBl beachtet werden: nicht
alle Untergruppen, die das gleiche Raumgruppen-
symbol und eine gleich groBe Zelle haben, sind
zueinander in G, konjugiert; es kann sich um
verschiedene dquivalente Raumgruppen handeln, die
gegebenenfalls alle im Stammbaum der Gruppe-
Untergruppe-Beziehungen auftauchen miissen (siehe
Beispiel in Fig. 7). Mit dquivalenten Raumgruppen
zu G; sind hier solche Raumgruppen gemeint, die im
Sinne der Definition von Koch (1984) euklidisch-
aquivalent beziliglich derjenigen Raumgruppe G,
sind, die Obergruppe von G; ist und deren eukli-
discher Normalisator Nz(G,) die hochste Symmetrie
hat und der zugleich Obergruppe von Ng(G)) ist,
Ng(G) = Ne(G,); G, kann mit G, identisch sein. Die
Gesamtzahl der 4quivalenten  Untergruppen
(konjugierte plus nichtkonjugierte) kann nach einem
Verfahren von Koch (1984) ermittelt werden: Sie
entspricht dem Index von Ng (G)) in Ng(G,) (g in
Fig. 5).

Beschreibung des Rechenverfahrens

Es seien: |G;| = Ordnung der Raumgruppe G;; [G]] =
Anzahl der Konjugierten zu G; in Gy; [G,CG] =
Anzahl der Konjugierten zu G; in G;, die auch
Untergruppen von G, sind; [G;2 G;] = Anzahl der
Konjugierten zu G, in G,, die Obergruppen von G,
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sind; [;=|G,|/|G] =Index von G; in G;; g=
Symmetrie-Elemente von G,, g€G,; x(Bed)=
Charakteristische Funktion, d.h. y(Bed)=1 wenn
die Bedingung Bed erfiillt ist und y(Bed) =0 wenn
sie nicht erfiillt ist.

Die Matrix M hat die Elemente (McLarnan,
1981a; White, 1975):

[G.C Gj] [Gj_D_ G 1 -
=] =— G, CcaG).
61 U 6] I6) % XE0E <G

Ob man m; mit Hilfe von [G;C G, [G;2 G;] oder
durch die letztgenannte Summe berechnet, ist jeweils
eine Frage der ZweckméibBigkeit. Zur Program-
mierung fiir einen Rechner bietet sich die Summe an.

Die Inverse von M ist B=M""'. Sowohl M wie B
sind Dreiecksmatrizen, d.h. die obere rechte Ecke
besteht jeweils aus Nullen. Fiir das Beispiel des
Stammbaums von Abb. 6 lauten sie:

G, G, G; G, Gs G

my=1;

[G] 1 2 4 6 12 24 =1
G, 1 1
G, 1 1 2
G, 2 1 2 2 B
G, 3 1 2 0 2 =M
Gs 6 1 2 2 2 2
Gy 2 1 2 2 6 6 12
1
R
-3 2 -
0-1 0 } =B
0 4-1-i 4
00 4 0-i%
Anmerkung: bei B muBl die Summe aller

Matrixelemente einer Zeile immer Null ergeben,
ausgenommen in der ersten Zeile. Ein zweites
Beispiel wird in Abb. 8 vorgestellt: die Elementarzelle
der hexagonal-dichtesten Kugelpackung ist um den
Faktor 5=3 auf die H-Zelle vergroBert; auf wie
viele unterschiedliche Arten lassen sich die Oktaeder-
licken mit ein, zwei oder drei verschiedenen Atom-
sorten besetzen? In der H-Zelle befinden sich alle
Oktaederliicken sowohl auf dreizdhligen Drehachsen
wie auch auf zweizdhligen Drehachsen in Richtung
[120]; diese Symmetrieachsen bleiben deshalb
erhalten, gleichgiiltig ob und womit einzelne
Oktaederliicken besetzt werden. Von den Unter-
gruppen der Raumgruppe P6;/m2/m2/c der Kugel-
packung brauchen nur solche berticksichtigt werden,
in denen diese Achsen noch vorhanden sind, d.h. die
jeweilige Raumgruppe muBl P312 oder eine ihrer
Obergruppen sein. Der entsprechende Stammbaum
von Gruppe-Untergruppe-Beziehungen ist in Abb. 9
gezeigt. Die zugehdrigen Matrizen M und B
lauten:

VERBINDUNGEN MIT DICHTEST GEPACKTER ANIONENTEILSTRUKTUR

G] Gz G3 G4 G5 Gﬁ G7

[G] 12366 612 =1
Lo 1
G, | 12
G, 3 1 0 1
G, 3 121 2 =M
Gs 3 1 01 02
Gs | 1 03006
G, 1 1236 6 612
1
-1 1
2 2
-1 0 1
b-y-3 -B.
0 0-% 0 %
Y 0-100 ¢
1l 1 1_1_1_.31
6 6

NI
PN
N
I~
I~

In Abb. 9 ist in den Bildchen zu jeder Raum-
gruppe G; vermerkt, welche der Oktaederliicken
untereinander symmetriedquivalent sind (gleiche
Wyckoff-Symbole). Soll eine bestimmte Anzahl der
sechs Oktaederliicken besetzt werden, so ist zu
berechnen, wieviele Kombinationen hierfiir in
Einklang mit der Symmetrie von G, moglich sind.
Soll z.B. nur eine Oktaederliicke besetzt werden, so
gibt es dafiir in der Raumgruppe G, zwei
Moglichkeiten (Besetzung der Lage a oder b); in der
Raumgruppe G, gibt es sechs Mdoglichkeiten, in den
iibrigen Raumgruppen keine. Soll von den sechs
Oktaederliicken eine mit einem A4-Atom und eine mit
einem B-Atom besetzt werden, so gibt es zwei
Moglichkeiten in G, und 30 in G,.

Allgemein ist fiir eine gegebene chemische
Zusammensetzung und fiir jede Raumgruppe G; nach
den Regeln der Kombinatorik zu berechnen, wieviele
Kombinationen es jeweils gibt, um die Atome auf die
gegebene Menge von Liicken zu verteilen. Im
allgemeinen gibt es verschiedenerlei symmetrie-
unabhédngige Liicken (Wyckoff-Lagen;, Wondrat-
schek, 1987¢) von unterschiedlicher Zahligkeit
(=Anzahl symmetriedquivalenter Positionen der
Wyckoff-Lage, bezogen auf die primitive Elementar-
zelle). Das kombinatorische Problem entspricht fol-
gender Aufgabe: es sind N Kisten (Wyckoff-Lagen)
vorhanden, von denen jeder in Z,=1 Abteile
(symmetriedquivalente Positionen) unterteilt ist. In
jedem Abteil kann genau eine Kugel untergebracht
werden. Eine Menge von Kugeln, die verschiedene
Farben haben kénnen (= Atome verschiedener che-
mischer Elemente), soll in den Késten untergebracht
werden, wobei in die Abteile eines Kastens nur
Kugeln der gleichen Farbe kommen diirfen
(Wyckoff-Lagen, die unbesetzt bleiben sollen,
entsprechen farblosen Kugeln). Auf wieviele ver-
schiedene Arten konnen die Kugeln in den Kisten
untergebracht werden? Eine Formel zur Losung des
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Tabelle 1. Vektoren v und z fiir die Raumgruppen G, bis G, (Fig. 9) bei der Besetzung von Oktaederlicken in
einer H-Zelle mit hexagonal-dichtest gepackten X-Atomen

Die Komponenten v, von v entsprechen der Anzahl der Kombinationen bei der Besetzung der Oktaederliicken, die Komponenten z, von
z geben die Anzahl der unabhingigen Strukturtypen in der Raumgruppe G, fiir die jeweilige chemische Zusammensetzung an.

A3B,CX,
ABX, AsBX, ABCX, A,BX, A;BCDX, A,B,CDX,
AX; ABX, AXg ABCX, ABX, A3BXg ABCX, A,BCX,
AX A X, AX, AsXs ABX, ABX, AsB, X, A3BCX, A,B,CX,
vz vz vi vz A\ 4 vz vz v 2 Yy 2
G, = Pbm2im2ic 11 00 00 00 00 00 00 00 00
G, = P32/ml 10 00 21 00 00 00 00 00 00
Gy = Pbyym2ic2im 10 11 00 00 00 00 00 00 00
Gy = P312Um 10 31 41 21 63 21 42 00 42
G, = P6;22 10 31 00 00 63 00 00 00 00
G, = P6c2 10 30 00 00 61 00 00 00 00
G, = P312 10 150 201 60 90 4 30 2 60 4 120 10 180 14
Zusammen (2 Pélya) 1 3 3 ! 1 3 6 10 16
kombinatorischen Problems findet sich bei Miiller Bei der Aufstellung des Stammbaums von
(1988). Die Berechnung ldBt sich maschinell sehr Gruppe-Untergruppe-Beziehungen miissen  alle

schnell mit Hilfe eines kleinen Rechenprogramms
durchfiihren.*

Die so berechnete Anzahl v; von Kombinationen
entspricht nicht der Anzahl von Strukturmoglich-
keiten fiir die betrachtete chemische Zusammen-
setzung und Raumgruppe G; denn manche der
Kombinationen ergeben den gleichen Strukturtyp
oder ihre Atomverteilung entspricht der Symmetrie
einer Obergruppe von G, Die Anzahl z der
verschiedenen (unabhédngigen) Strukturtypen in der
Raumgruppe G; fiir die betrachtete chemische
Zusammensetzung ergibt sich erst durch die
Berechnung des Vektors z =(z,, z,, z3,...) = B-v. Im
Vektor v=(v,, v3,...) sind die Zahlen der
Kombinationen die Raumgruppen G;
zusammengefalit.

Soll auch die Kugelpackung selbst aus Atomen
verschiedener Sorten br stehen, so ist entsprechend zu
verfahren; es wird berechnet, we viele Kom-
binationen es zur Verteilung der Atome auf die
Kugellagen im Einklang mit der Symmetrie von G;
gibt. Multipiziert mit der Zahl der Kombinationen
zur Besetzung der Liicken ergibt sich die Gesamtzahl
v; der Kombinationen.

In Tabelle 1 ist das Ergebnis fiir verschiedene
Zusammensetzungen fiir das Beispiel der H-Zelle bei
hexagonal-dichtester Packung der X-Atome und
Besetzung von Oktaederliicken zusammengestellt.

V2,
fir

* Der Ausdruck des Rechenprogramms POLYTYP in Turbo-
Pascal, das eine gegebene Matrix M invertiert, die Anzahl der
Kombinationen v; bei der Besetzung von Atomen auf die
Punktlagen der Raumgruppe G; berechnet und den Vektor z
berechnet, wurde beim British Library Document Supply Centre
(Supplementary Publication No. SUP 54700: 7 pp.) hinterlegt.
Kopien sind erhiltlich durch: The Technical Editor, International
Union of Crystallography, 5 Abbey Square, Chester CH1 2HU,
England. Kopien des Programms auf Diskette (3,5 1,44 MB oder
720 kB; 5,25 360 kB oder 1,2 MB) sind gegen Einsendung einer
formatierten Diskette vom Autor erhiltlich.

Raumgruppen G; beriicksichtigt werden, die im
gegebenen Fall vorkommen kdnnen oder die als
Zwischenglieder notwendig sind, um die Beziehung
zwischen einer Raumgruppe und einer nicht-
maximalen Untergruppe aufzuzeigen. Andere Raum-
gruppen kénnen weggelassen werden. Beispiel (Fig. 8
und 9): wie oben bereits ausgefiihrt, brauchen nur

~
Elementarzelle
der
Kugelpackung

Fig. 8. Hexagonal-dichteste Kugelpackung mit verdreifachter
Elementarzelle (H-Zelle). Di: Oktaederliicken befinden sich in
0,0,0,4,30,4300,0,. 4, % 3und?3 3,3 der H-Zelle. Die
Atome der Kugelpackung bcfinden sich im z = bzw. z = }.

_ pba22[a]
Gi= Pmmc
/ 2a+b,-a+b,c
G,y = Pi%]
6322 [ad]d]
2a+b, — pRzZ
~a+b, - O Pnenaldld
c —
/
- pn2[eldld] - [a]c]d] - [afelc]
G.;—PSl; GS—P63 Gg—PEc?

Fig. 9. Gruppe-Untergruppe-Beziehungen fiir die moglichen
Raumgruppen bei Besetzung der Oktaederliicken der H-Zelle
von Fig. 8. Kleine Buchstaben = Wyckoff-Symbole fiir die sechs
Oktaederliicken der Zelle, die durch die Kéasten symbolisiert
werden.
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solche Untergruppen von G, beriicksichtigt zu
werden, die Obergruppen von G;= P312 sind. Die
Raumgruppe G, = P32/ml, deren Elementarzelle
noch nicht auf die H-Zelle vergréBert ist, kann nicht
weggelassen werden, obwohl man sich nur fiir die
H-Zelle interessiert; G, bietet namlich gegeniiber G,
eine neue Moglichkeit zur Verteilung von Atomen
auf die Oktaederliicken. Wird G, im Stammbaum
von Fig. 8 weggelassen, so ergeben sich fiir G und
G, falsche Zahlen. Andererseits kann die Raum-
gruppe P6m?2 als maximale Untergruppe von G, weg-
gelassen werden; sie ergibt gegeniiber G, keine neue
Moglichkeit zur Besetzung der Oktaederliicken
(beide Oktaederliicken bleiben symmetriedquivalent),
und sie wird auch nicht als Zwischenglied zwischen
G, und einer der Raumgruppen der H-Zelle benétigt.

Ich danke dem Fonds der Chemischen Industrie
fiir die Unterstiitzung dieser Arbeit.
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Abstract

The crystal structures of two phenylethanolamines
showing bronchospasmolytic activity have been

* To whom all correspondence should be addressed.
0108-7681/92/020178-08%03.00

determined at room temperature [293 (2) K]. Crystal
data are as follows: 11-morpholinotricyclo[6.3.0.0>]-
undeca-2,4,6-trien-1-ol (3), C;sH;oNO,, M, =245.3,
triclinic, Pl, a=10.360(5), b=12.169(5), c=
12488 () A, a=95.14(10), B=108.49(12), y=
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